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SINGULARIDAD DE SOLUCIONES PARA UNA
ECUACIÓN DE ONDA DEGENERADA NO LINEAL CON
TÉRMINO DISIPATIVO
Teófanes Quispe Mérulez'
Resumen.- En el presente trabajo, estudiamos la singularidad en tiempo
finito de las soluciones del problema mixto para un tipo de ecuación de onda
degenerada no lineal con término disipativo.
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BLOW-UP OF SOLUTIONS FOR A NONLINEAR
DEGENERATE WAVE EQUATION WITH DISSIPATIVE
TERM
Abstract. In present work, we study the blow-up infinite time of solutions
to the mixed problem [or a type of nonlinear degenerate wave equation with
dissipative termo
Key Words. Blow-up of soluiiotis, Global nonexistence, Nonlinear degenerate
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1. INTRODUCCIÓN
En este artículo consideramos el siguiente problema de valores iníciales y frontera:
u« + a(x)ut - f3tlUt - tlpu = f (x, u) , x E D, t ~ O,
U=O , x E 3D, t ~ O, (1.1)
U(x,O) =uo(x), Ut(x,O) =Ul(X) , x E D,
donde D es un conjunto abierto y acotado de ]Rn con frontera bien regular 3D, tl es el
operador laplaciano, f3 es una constante positiva, a(x) es una función real no negativa para
1Profesor de la Facultad de Ciencias Matemáticas de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos.
E-mail: tquispem@unmsm.edu.pe
42
x En, f (x, s) es una función real no lineal para s E IR, x E n y el operador p-laplaciano
definido para p 2 2:
Las ecuaciones de tipo (1.1) se utilizan para describir el movimiento longitudinal en
la mecánica viscoelástica [1,16]. También puede considerarse como un sistema que rige
el movimiento longitudinal de una configuración viscoelástica que obedece el modelo de
Voight no lineal [16].
En el caso que p = 2, se ha producido sobre la ecuación en (1.1) una literatura
bastante impresionante sobre la existencia y la no existencia de las soluciones globales, y
las propiedades de éstas, citamos algunas de ellas [3,7,9,10, ll, 12]. Cuando p > 2, no se
tiene muchos resultados conocidos. Gao and Ma [2]' obtuvieron soluciones globales con
el método de aproximación de Galerkin y el comportamiento asintótico de las soluciones,
usando una desigualdad de diferencia de Nakao. Ye [19], obtiene la existencia global de
soluciones combinando los métodos de aproximación de Galerkin y del pozo potencial, y
el comportamiento asintótico, usando una desigualdad de diferencia de Nakao. Messaoudi
and Houari [8], obtienen la no existencia de la solución global con energía inicial negativa
(el cual es una mejora del resultado de Yang [16], quien obtiene con energía inicial negativa
restringida), utilizando las técnicas empleadas por Levine and Serrin [5]. Wu and Tsai
[14]' obtienen que la solución local con la energía inicial no positiva y con energía positiva
inicial pequeña la solución explota en tiempo finito, con modificación del método empleado
por Vitillaro [13].
En este trabajo probaremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las solu-
ciones del problema (1.1) con energía inicial no positiva y con energía inicial positiva
restringida, por el método directo [61. También se obtiene las estimativas para el tiempo
de vida de las soluciones.
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2. PRELIMINARES
En esta sección daremos algunas notaciones, conceptos, lemas y teoremas sin de-
mostración que serán utilizados en el desarrollo del presente trabajo.
Sea O un conjunto abierto y acotado de lRn con frontera bien regular oO. Denotamos
el producto interno y la norma de L2 (O) y V (O), con (.,.) y I . Ip' respectivamente, para
1 < p < oo. Además ((., .)) y 11.11, denotaran el producto interno y la norma de HJ (O),
donde ((u, v)) := in 'Vu(x).'Vv(x)dx es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev
W~'P (O) usamos la norma
(
n lou IP) ilIuIl1,p:= ~ OXi p
Sea X un espacio de Banach, O < T :::; 00 y 1 < p < oo. Representamos con
V (O, T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0, T[ ----t X tales que
son medibles y lIu (t)lIx E V (O, T), con la norma
T 1
lIuIlLP(O,T;X) := (lo lIu (t)lI~ dt) P, 1:::; p < 00,
lIu 11 UXJ(O T-X):= sup ess lIu (t) IIx , p = oo.
, , O<t<T
Denotamos v' := Vt, v" := Vtt y v (t) (x) := v (x, t).
Hipótesis. Imponemos sobre las funciones reales ex (x) y f (x, s) las siguientes condiciones
para la existencia local:
(Hl) ex E DXJ (O).
(H2) f E eo (O x lR) y existen constantes positivas a y b tal que
If(x,s)l:::; alsltr-l +b, \i(x,s) E O x lR,
donde 2 < p < (J < :~psi n > p y 1 < p < (J < 00 si ti :::;p.
Imponemos sobre las funciones ex (x) y f (x, s) las siguientes condiciones adicionales para
la singularidad de soluciones:
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(H3) a(x) ~ O, \Ix E O.
(H4) f (x, s) s ~ 2 (2, + 1) F (x, s), \Ix E O, \ls E IR, donde, es una constante positiva
y F(x,s):= ¡;f(x,Od~.
Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré). Si 1 :::;r :::;:~p para 1 < p < n o
1:::;r < 00 para 1:::;n :::;p, entonces existe una constante positiva El tal que
Lema 2.2. El operador p-laplaciano t:..pu es acotado, monótono, semiconiinuo de W¿-,p(O)
en w-l,q (O) ,
y
donde w-l,q (O) es el espacio dual de W¿-,p(O) y p-l +«: = l.
Definición 2.3. Una función u : O X [O, Tmax[ ~ IR es llamada solución del problema
(l.1) sobre [O,Tmax[ si satisface las condiciones (l.1)2 - (l.1)3 y la igualdad
Utt+ a(x )Ut - (3t:..Ut- t:..pu= f (x, u) en L2 (O, Tmax; w-l,q (O)) ,
donde «: + q-l = l.
Teorema 2.4 (Existencia Local [15,17,18]). Supongamos que las funciones a y f
satisfacen las hipótesis (H1) y (H2), respectivamente, y que Uo E W¿-,p(O) y Ul E L2 (O).
Entonces existe un único intervalo [O,Tmax[ con ° < Tmax < 00 y el problema (l.1) admite
una única solución u sobre [O,Tmax[ tal que
u E t= (O, Tmax; W¿-,p(O)) ,
u' E Loo (O,Tmax; L2 (O)) n L2 (O,Tmax; HJ (O)) ,
u" E L2 (O,Tmax; w-1,q (O)) ,
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donde p-l + «' = 1.
Lema 2.5 ([6]). Sea "f > ° y sea E E C2 ([O, oo[) una función no negativa que satisface
B" (t) - 4 b + 1) E' (t) + 4 b + 1) B (t) ~ O.
Si E' (O) > r2E (O) + Ko, entonces E' (t) > Ko, para t > 0, donde Ko es una constante y
es la menor raíz de la ecuación cuadrática r2 - 4 ("f + 1) r + 4 ("f + 1) = O.
Lema 2.6 ([6]). Si J (t) es una función no creciente en [to, 00[, to ~ ° y satisface la
inecuación diferencial
[J' (t)]2 ~ a + b [J (t)]2+~, para t ~ to,
donde a > 0, "f > ° y b E IR, entonces existe un número real positivo T* tal que
lim J (t) = ° y una cota superior de T* puede ser estimado, respectivamente, en los
i-rr:
siguientes casos:
(i) Si b < ° y J (to) < min { 1, ~} , entonces
1 ( ~ )T* < to + yCJy in ~ -b ( ) .-b - - J to-b
(ii) Si b = 0, entonces
J (to)
T* ::; to + Va .
{iii) Si b > 0, entonces
T J (to)*::; Va
donde c~ (%t'
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3. EL RESULTADO PRINCIPAL
El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en
tiempo finito de las soluciones del problema (1.1) sobre un intervalo maximal [O,Tmax['
Para este propósito, utilizamos las técnicas desarrolladas por Li and Tsai [6], llamada
método directo.
Definición 3.1. Una solución u del problema (1.1) sobre [O,Tmax[ tiene la propiedad de
explosión o singularidad en tiempo finito, si
Tmax < 00 y lim r IVu (x, t)12dx = oo.
c-iz., ln
Definición 3.2. La función energía E (t) del problema (1.1), se define por
E(t):=~lu'(t)I~+~llu(t)llip- r F(x,u(x,t))dx, t2:0,
2 p , l«
donde
F (x, s);= 18f (x,~) d~.
Lema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (H2). Si u es una solución
del problema (1.1) sobre [O,Tmax[ con datos iniciales Uo E W¿"p (O) y U1 E L2 (O), entonces
E (t) +1tlviau' (s)l~ds + f31t Ilu' (s)112ds = E (O), (3.1)
donde E (O) es la energía inicial definida por
Demostración. Multiplicando a la ecuación (1.1)1 por Ut, integrando sobre O, aplicando
el teorema de la divergencia, obtenemos
E' (t) + Iviau'. (t) I~ + f311u' (t) 112= o.
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De aquí, se obtiene el resultado. o
Definición 3.4. Para una solución u del problema (Ll ) sobre [O,Tmax[, se define la
función explosión
Lema 3.5. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (H4). Si u es una solución
del problema (1.1) sobre [O,Tmax[ con datos iniciales Uo E W~,p (O) y Ul E L2 (O),
entonces
Al! (t) - 4 (¡+ 1) [1 u' (t) 1~ + ¡t ¡vau' (s) ¡~ ds .
+/3 ¡tllu'(s)112dS] ~-4(2')'+1)E(0).
(3.3)
Demostración. Por diferenciación de (3.2), se tiene
A' (t) = 2 (u' (t) , u (t)) + ¡vau (t) ¡~ + /3 11u (t) 112 . (3.4)
Diferenciando (3.4), utilizando la ecuación (l.1)1 y el teorema de la divergencia, se obtiene
Al! (t) = 21u' (t)l~ - 211u (t)lli,p + 2 (f (u (t)) , u (t)), (3.5)
donde (f (u (t)) ,u (t)) := In f (x, u (x, t)) u (x, t) dx. Por (3.1), se obtiene de (3.5)
Al! (t) - 4 (¡+ 1) [Iu' (t)l; + 1; lfou' (s)l~ ds
+ /31; Ilu' (s)112ds] = -4 (2')'+ 1) E (O)
+ ~(4')' + 2 - p) Ilu (t)lli,p
+ 2 In [j(x, u)u - 2 (2')' + 1) F (x, u)] dx
+ 4')' 1; 1fou' (s) 1~ ds + 4')'/3 1; 11u' (s) 112 ds.
(3.6)
Por las hipótesis y (3.6), se obtiene el resultado (3.3). o
Lema 3.6. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (H4). Si u es una solución
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del problema (1.1) sobre [O, Tmax[ con datos iniciales Uo E W¿,p (D) y ul E L2 (D), Y
satisfaciendo una de las siguientes condiciones:
(i) E (O) < O,
(ii) E (O) = O Y A' (O) > Ko,
(iii) E (O) > O Y A' (O) > r2 [A (O) + 4 (;~ 1)] + Ko,
donde
Ko := lfouol~ + (J IIuoll2 ,
A (O) := luol;, A' (O) := 2 (Ul, uo) + Ko,
Ks := 4 (2')' + 1) E (O) + 4 b+ 1) Ko:
entonces
A' (t) > Ko, para t > to, (3.7)
donde to := max { 4~}~~)~oO)'O} en el caso (i) Y to:= O en los casos (ii) Y (iii).
Demostración. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).
(i) Si E (O) < O, de (3.3), se tiene
A" (t) 2: -4 (2')'+ 1) E (O)
y por integración, resulta
A' (t) 2: A' (O) - 4 (2')' + 1) E (O) t, para t 2: o.
Considerando A' (O) - Ko - 4 (2')' + 1) E (O) t > O, se obtiene
A' (t) > Ko, para t > t«.
donde
t·- {A'(O)-KO O}o .- max 4(1+21')E(O)' .
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(ii) Si E (O)= O, de (3.3), se tiene
A" (t) ~ O
e integrando, resulta
A' (t) ~ A' (O), para t ~ O.
Considerando A' (O) - K¿ > O, se obtiene
A' (t) > Ko, para t > O.
(iii) Para E (O) > O. Primero notemos que se cumple
21t iou' (s) ,u (s)) ds = l.,fau (t) I~ - l.,fauo I~ (3.8)
y
2 ¡t ((u' (s), u (s))) ds = Ilu (t)112 - Iluol12.
o .
(3.9)
Usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young de (3.8) y (3.9), se obtiene
y
(3.11)
Nuevamente usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young en (3.4) y por
(3.10) - (3.11), resulta
De (3.3) Y (3.12), obtenemos
A" (t) - 4 ('"'1 + 1) A' (t) + 4 ('"'1 + 1) A (t) + K 1 ~ O,
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donde
K 1 := 4 (2" + 1) E (O)+ 4 b+ 1) K o.
Definamos la función
s,
B (t) := A (t) + ( )' para t ~ O.4 ,,+ 1
Considerando E' (O) > r2E (O) + Ko, la función E satisface las condiciones del Lema 2.5.
Así se tiene A' (t) > Ko, para t > O. Con esto se concluye la demostración del Lema 3.6.
o
Definición 3.7. Para las estimativas del tiempo finito de la función explosión A, defi-
namos la función
J (t) := [A (t) + (T1 - t) Korl', para t E [O, T1J , (3.13)
donde T1 es una constante positiva que será determinada más tarde.
Teorema 3.8 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipótesis
(H1) - (H4). Si u es una solución del problema (l.1) sobre [O,Tmax[ con datos iniciales
Uo E W~,p (O) y Ul E L2 (O), Y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:
(i) E (O) < O,
(ii) E (O) = O Y A' (O) > Ko,
[A' (O) - KoJ2 , [ Kl]
(iii) O < E (O) < 8 [A (O) + T1KOJ y A (O) > r2 A (O) + 4 b+ 1) + Ko,
entonces Tmax < 00 y lim lIu (t)112 = oo. Además el tiempo finito Tmax es estimado,
c-iz.;
en el caso (i),
T, < t _ J (to)
max - o J' (to)'
Además, si J (to) < min { 1,n}, entonces
(3.14)
1 ( n )Tmax :::; to +H In n -b ( ) .-b - - J to-b (3.15)
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En el caso (ii) ,
T, < t _ J (to)




Tmax ::;; to + Va . (3.17)
En el caso (iii),
T, < J (to)
max - Va (3.18)
o
3"'(+l ,e { 1 }Tmax ::;; to + 2"2-Y Va 1- [1+ cJ (to)r2"'( , (3.19)
2+2 [ 2 -1]donde a ;=,2 [J (to)]::r [A' (to) - Kol - 8E (O) [J (to)l-:r , b ;= 8,2E (O) Yc~m~
En el caso (i), to := max { 4~~~f):(O)'O} Y to:= O en los casos (ii) y (iii).
Demostración. Por diferenciación de (3.13), resulta
J'(t) = -, [J(t)l~+l [A' (t) - Kol (3.20)
y
J"(t) = -, [J(t)l~+l V (t) , (3.21)
donde
V (t) := A" (t) [A (t) + (TI - t) Kol - (¡+ 1) [A' (t) - Kol2 .
Por (a1bl + a2b2 + a3b3)2 ::;;(ai + a~ + aD (bi + b~+ b~), (3.8) - (3.9) Y la desigualdad de
Holder, de (3.4), resulta
[A'(t) - KoF::;; 4 [A (t) + (TI - t) Kol [Iu' (t)l;
+ ¡tlfou'(s)l~dS+(3 ¡tllu'(s)ll~dSl.
(3.22)
J" (t) ::;;-, [J(t)l~+1 K (t) (3.23)
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donde
Por (3.3) Y (3.23), resulta
J" (t) :::;4, (2, + 1) E (O)[J(t)]~+1, para t ~ to. (3.24)
De (3.7) Y (3.20), se tiene
J' (t) < O, para t > to. (3.25)
Multiplicando (3.24) por J' (t) Y luego integrando de to a t., se obtiene
[J' (t)]2 ~ a + b [1 (t)]2+~, para t ~ to, (3.26)
donde
a:= [1' (tO)]2 - 8,2E (O) [J (tO)]~+2
,2 [J (tO)J~+2 [[A' (to) - Kof - 8E (O) [1 (to)] ~l]
y
b := 8,2E (O) .
. , . ( [A' (to) - KO]2
Observemos que a > O SI Y solo SI E O) < 8 [A (to) + (TI _ to) Ko]'
Por (3.25) Y (3.26), la función J satisface las condiciones del Lema 2.6. Entonces
existe un tiempo finito T* tal que lim J (t) = O Y la cota superior de T* son estimadas
e-a:
respectivamente de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).
El caso particular en el que E (O) < O, por (3.24) y (3.25), se tiene que la función J (t)
es decreciente y cóncava hacia abajo para t ~ to. Así, la gráfica de J (t) esta debajo de
cualquier tangente, y se obtiene directamente lim J (t) = OY la estimativa (3.14). Este
e-a;'
es el argumento de la concavidad de Levine [4].
Observar que las estimativas (3.16) y (3.17) son equivalentes.
Desde que [O,Tmax[ es el intervalo maximal de las soluciones del problema (1.1), resulta
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que Tmax = T*. También por lim J (t) = O, se obtiene
i--rz.,
lim A (t) = oo.
t-.T;;;ax
De aquí y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se deduce
lim Ilu (t) 112= oo.
t-.T;;;ax
Con todo esto se concluye la demostración del Teorema 3.8. o
Observación 3.9. El parámetro TI de (3.13), se obtiene de acuerdo al signo de la energía
inicial E (O). Los cálculos para obtener TI es similar al trabajo de Quispe Méndez [12].
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